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STUDY OF THE GRAVITATIONAL TERM IN THE STATE SPACE MODEL
OF A ROBOT ARM

CHARLES FALLAHA
MAAROUF SAAD

ABSTRACT

This report studies the gravitational term in the state space model of a robot arm. A new
property related to the gravity term is introduced. This property allows in a first place to
verify the validity of the gravitation model of the robot. It leads as well to a stability
condition that yields to the compensation of the gravity term in the torque vector control
law, while preserving the asymptotical convergence of the angles towards the 0 point. A
2 DOF robot will be used in a case study to demonstrate this property, along with a
control law based on the one proposed by Arimoto and Takegaki, in which the gravity
term is compensated. Simulation results will be presented and demonstrate the validity

of the approach.
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ETUDE DU TERME GRAVITATIONNEL DANS LE MODELE
D’ETAT D’UN BRAS ROBOTQUE

CHARLES FALLAHA
MAAROUF SAAD

RESUME

Ce rapport traite sur I’étude du terme gravitationnel dans le modele d’état général d’un
bras robotique. Une nouvelle relation est introduite qui permet de vérifier la validité de
la matrice de gravité dans le modele. Cette relation permet é¢galement de former une
contrainte qui peut étre utilisée afin de compenser le terme de gravité¢ dans la loi de
commande, tout en préservant la convergence asymptotique des variables de joints vers
0. Un robot 2 DDL sera utilis¢ en tant qu’exemple d’application, avec la loi de
commande d’Arimoto et Takegaki, dans laquelle le terme gravitationnel sera compensé
en respectant contrainte ci-haut mentionnée. Des résultats de simulation seront produits

afin de démontrer la convergence asymptotique des variables de joints vers 0.
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1 INTRODUCTION

Soit le modéle d’état dynamique complet d’un bras robotique suivant (Saad et al.,

1994) :

r=M(0)i+7,(0.6)0+G(0) (1)
Ou:

r est le vecteur couples d’entrée
0 est le vecteur des angles des joints du robot

M(6) est la matrice d’inertie définie positive
Vo (6, é) est la matrice des forces centrifuges et Coriolis
G(0) est le vecteur de gravité du robot

Une relation bien connue entre la matrice d’inertie et la matrice des forces centrifuges et
Coriolis permet de vérifier la validit¢ du modele. Cette relation est donnée par Spong et

Vidyasagar (1989) :

s =m(0)-2v,(0.6) )

Ou S est une matrice antisymétrique.

La relation donnée par (2) est également utilisée pour simplifier la loi de commande du
vecteur des couples. Un exemple de I'utilisation de cette relation est dans 1’¢laboration

de la loi de Takegaki et Arimoto (1981) donnée par :



r=-K,0-K,0+G(0) 3)

Ou K et K, sont des matrices definies positives. La loi de commande (3) est I’équivalent

d’une action proportionnelle et dérivée, avec une compensation totale du terme de
gravité. Afin de prouver la convergence asymptotique des angles des joints vers zéro
avec la loi de commande (3), la fonction candidate de Lyapunov suivante est choisie

(Takegaki et Arimoto, 1981) :
v=0"M@0)+60"K,0 4)
La dérivation temporelle de V donne apres simplification (Takegaki et Arimoto, 1981) :
V=0"S0-0"K 0 (5)
Or S étant antisymétrique, (5) implique donc que
V=-0"K0<0 (6)

L’application du lemme de Barbalat dans ce cas permettra de compléter la

démonstration de la stabilité globale asymptotique du systéme.

Dans la partie suivante, il sera démontré qu’il est également possible de compenser le
terme de gravité, de sorte a assurer une linéarit¢ compléte de la loi de commande en
fonction de #etd. Cette compensation ne peut cependant se faire que s’il existe une

contrainte sur K ,qui sera explicitée dans la section suivante.



2 COMPENSATION DU TERME DE GRAVITE

Cette partie démontre que le terme de gravité de la loi (3) peut étre compensé

partiellement moyennant une contrainte appliquée sur K ,. Enongons d’abord la propri¢té

suivante :

La différence G(8)-G(0) peut s’écrire sous la forme :

G(0)-G(0)=-¥;(0)-0 (7)

Ou ¥, (0)est une matrice symétrique donnée par :

wc<e>=—[jJG wm} )

0

Avec J est la matrice jacobienne de G(#) définie comme suit:
J = ai 9
¢ =\ 30, )

A noter que puisque ¥, (0)est symétrique, ceci implique que toutes ses valeurs propres

sont réelles.
Soit alors la proposition suivante :

La loi de commande :
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r=-K,0-K,0+G(0) (10)

assure la convergence asymptotique globale du systéme, a condition que la contrainte

suivante soit vérifiée :
Min(Eig; K , )> Max(Eig, ¥) (11)
Avec Eig; K ,et Eig; ¥ les ™ valeurs propres des matrices K , et W, respectivement.

A noter que la loi de commande (10) montre que le vecteur couples est maintenant

complétement linéaire en fonction des variables deté.
Preuve :

La loi de commande donnée par (10) introduite dans (1) donne :

M(0)§ =—,,(0,0)+¥;(0)-0-K ,0-K,0 (12)

Considérons d’autre part la fonction candidate de Lyapunov suivante :

V:%éTM9'+%0TKp0+U—9TG(0) (13)

U est I’énergie potentielle du robot. A noter que U est choisie de sorte que

U-07G(0)>0.
En dérivant (13), et en exploitant la relation suivante :

av _ 4
—=0G() (14)
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On obtient :
V= EHTM9+ 0"MO+0"K ,0-0"¥;(0)-0 (15)

En remplagant dans (15) M6 par son expression donnée par (12) on obtient aprés

simplification :

V=-0"K0<0 (16)

En utilisant le lemme de Barbalat, on peut affirmer que 6 converge asymptotiquement

vers 0. En utilisant ceci dans (12), on obtient :

(Kp—‘I—’G(H))ﬂ -0 (17)

—w

En utilisant également la contrainte donnée par (11), on peut en déduire que X, —¥;(9)

est définie positive. (17) implique donc que 6 converge asymptotiquement vers 0.
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3 ETUDE DE CAS

Figure 1 : Robot 2 DDL non planaire

Soit le robot a 2 articulations représenté dans la figure 1 ci-haut (Craig, 2005). Ce robot
possede deux mouvements d’articulation suivant 2 axes distincts. Les masses de chacun
de ses membres sont considérées ponctuelles et distales, tel que schématisé¢ dans la

figure. Les matrices dynamiques du robot sont données par :

2
A _| = 2L+ Loy maLys,60,6,
V(@, 9) B |: (Ll + Ly, )711214252‘912 i| )
0
G(H): |:m2gL2C2:| (20)
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On suppose que I’espace de travail du robot est donné par :
V/ Y/
916{—3,5}92 G{—E,E} 21
On se propose d’appliquer la loi de commande (10) dans ce qui suit.

En calculant la jacobienne du vecteur de gravité, et en utilisant la relation (8), on aboutit
a:
0 0
val0)=|o ’"26;%(1 —cos(6,)) (22)

2
Les valeurs numériques suivantes ont ¢t¢ choisies pour les paramétres dynamiques:

ml = 0.5 Kg; m2 = 0.5 Kg; 11=0.2 m; 12 = 0.2 m; g = 9.81 N/Kg;
A partir de (22), les valeurs propres de () peuvent étre directement déduites :

7 =010, = 252 (1-cos) (23)
2

La figure suivante donne la variation de 1, dans I’espace de travail défini du robot. A
noter que 4, est uniquement dépendent ded,. A partir de la figure 2, il est & constater

que 4, est du méme signe que , . Par conséquent, pour une valeur initiale négative de 6,

entre {—%,0} , la convergence asymptotique vers 0 est toujours assurée. Cependant, pour

une valeur positive de 6, entre {0,%} la contrainte (11) doit étre respectée. Il est

¢galement possible de constater qu’en choisissant par exemple les valeurs propres de K,

supérieures a 1, la contrainte (11) est observée dans toute 1’enveloppe de travail du
robot, ce qui assure par conséquent une convergence asymptotique globale vers le point

d>équilibre (0,0).

14
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Figure 2 : 1, en fonction de 4, et 6,

Afin de corroborer ceci, des résultats de simulation sont présentés dans la figure 3 ci-

bas, ou quatre combinaisons de 6,,¢t K, ont €t€ choisies. Le seul cas ou la convergence

n’est pas asymptotique est lorsque la valeur initiale de 6, est positive, et les valeurs

propres de K ,sont inférieures a 1, tel qu’il a ét¢ mentionné préceédemment. Ceci

démontre donc I’importance de la contrainte (11) a respecter si la convergence
asymptotique globale du systéme est requise. A noter que K,a été choisie égale a la

matrice identité.
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Figure 3 : Résultats de simulation avec compensation du terme de gravité

16



La figure 4 ci-bas compare en simulation la loi initiale d’ Arimoto et Takegaki (3) avec la

loi modifiée (10). K, et K, ont tous deux €t¢ choisis ici égaux a la matrice identite. Les

mémes paramétres dynamiques du robot que précédemment ont été utilisés. La
simulation montre des résultats trés similaires pour les couples et angles de 1’axe 1, mais
une certaine différence pour les couples et angles de I’axe 2. Cette observation est
normale puisque le terme de gravité pour ce robot en particulier agit uniquement sur
I’axe 2. On note qu’avec la compensation du terme de gravité dans ce cas, la
convergence pour 1’axe 2 est plus rapide que pour la loi initiale sans compensation du

terme gravitationnel.

0.4 : : [ [ 2.5
== Couple axe 1 - Compensation du terme de gravite i i i i
0.2} = Couple axe 1 - Sans compensation du terme de gravite |......| = Couple axe 2 - Compensation du terme de gravite
9 == Couple axe 2 - Sans compensation du terme de gravite
O
£ E1s
E -0.2 z"
o Qo
Q o
=} 04 3 1
o) o o
O O =
0.6 /
0.5
0.8 /
-1 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Temps (s) Temps (s)
= Angle axe 1 - Compensation du terme de gravite /
= Angle axe 1 - Sans compensation du terme de gravite
0.8
\ 0.5 / y
el ©
© 0.6 [
= =
@ Q
(o] (o]
c c
504 \ 5
-1
= Angle axe 2 - Compensation du terme de gravite
0.2 \ = Angle axe 2 - Sans compensation du terme de gravite
0 -1.5
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
Temps (s) Temps (s)

Figure 4 : Comparaison en simulation avec et sans compensation du terme de gravité
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4 CONCLUSION

Ce rapport a introduit une relation matricielle vérifiée par le terme de gravité d’un robot
manipulateur. Cette relation a permis de compenser le terme de gravité dans la loi de
commande initiale présentée par Arimoto et Takegaki. Cette compensation doit
cependant se faire moyennant une contrainte que doit vérifier la partie proportionnelle
de la commande, afin d’assurer une convergence asymptotique globale du systéme. Afin
de valider I’approche, des résultats de simulation sur un manipulateur 2 DDL non
planaire ont été présentés et corroborent le développement présenté dans la premicre

partie du rapport.
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